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Resumen 

En este trabajo se presenta material didáctico diseñado para el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Este permite al usuario construir sus conocimientos a partir de la interacción con hojas de trabajo diseñadas en un software científico. Cada hoja de trabajo contiene: el modelo matemático del problema a resolver; una sección destinada al ingreso de datos específicos del problema y una sección de resultados numéricos y gráficos. La solución numérica de las EDP requiere algoritmos computacionales, es por ello que la informática adquiere relevancia como proveedora de recursos para el aprendizaje. Los algoritmos computacionales son puestos a disposición del usuario a través de programas diseñados para su ejecución. También se dispone aquí de la posibilidad de contrastar la solución numérica con la solución analítica en los casos en los que ésta es posible de ser determinada. El usuario de este material puede adaptarlo a la solución de otros problemas. Hemos comprobado que el uso de la informática nos ha permitido acercar el conocimiento no sólo a los alumnos sino a todo aquel usuario interesado en la temática. Habiéndose utilizado en múltiples ámbitos, esta forma de introducirse en un conocimiento se muestra como muy satisfactoria. 

Palabras Claves: Educación – Matemática - Software

Objetivos

· Mostrar material didáctico elaborado para el estudio de  ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. 

· Destacar la importancia que tiene el diseño de material didáctico computacional apropiado, para facilitar el proceso de enseñanza aprendizaje.

Descripción del trabajo 

En este trabajo se presenta el material desarrollado para abordar el estudio de la ecuación de difusión, la cual se aplica para solucionar una gran diversidad de problemas. No siempre es posible resolver esta ecuación analíticamente, sin embargo sí se puede conseguir su modelado numérico. Si se elige el método de diferencias finitas, existen básicamente dos planteos para determinar la solución numérica:  método explícito y método implícito. Para ambos procedimientos es necesario diseñar algoritmos computacionales.

De la aplicación de un método implícito surge un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, cuya solución se puede lograr computacionalmente, mediante una amplia gama de posibilidades. 

El material didáctico que se ha elaborado consiste en hojas de trabajo desarrolladas en el software científico MAPLE, que permiten al usuario resolver en forma interactiva las actividades planteadas. 
La hoja de trabajo que aquí se muestra contiene:

· Una introducción que presenta el modelo matemático que describe el problema de difusión. 

· Una sección destinada a la solución numérica:  En ella se describe, en primer lugar, el método numérico a utilizar. A continuación se presenta, a modo de ejemplo, un problema resuelto con este método. Los datos del problema se ingresan en una zona destinada para tal fin, siguiendo las instrucciones indicadas en el texto. Se indica luego al usuario que, para obtener la solución numérica buscada, debe convocar procedimientos programados en MAPLE que han sido incorporados a la librería del software. La hoja se ha diseñado de forma que cualquier persona pueda utilizarla, aún sin conocer la sintaxis propia del software empleado. Para graficar la solución numérica obtenida se deben ejecutar simplemente las sentencias de gráfica que ya se encuentran disponibles en la hoja de trabajo. Cabe destacar que el usuario tiene la posibilidad de modificar los valores de entrada, tales como características propias del material, condiciones iniciales y condiciones de frontera, para adaptarlos a las necesidades de su problema. 

· Una sección destinada a la solución analítica: Al igual que en la sección anterior, se describe brevemente el procedimiento utilizado para construir la solución analítica del mismo problema que se resolvió numéricamente. Para brindar al usuario la posibilidad de emplear las secciones en forma independiente, en la zona destinada al ingreso de datos aparecen nuevamente algunos de los ingresados en la sección anterior, además de otros específicos de esta sección. Para guiar al usuario se intercalan permanentemente comentarios en el texto. Para obtener y graficar la solución analítica se deben ejecutar las sentencias específicas que se encuentran disponibles en la hoja de trabajo.

A continuación se presenta la estructura básica de una hoja de trabajo.

Ecuación de Difusión
Solución Numérica : Método Crank-Nicolson
Solución Analítica

Introducción
En este trabajo se presenta material para la resolución de Ecuaciones de Difusión Unidimensional con condiciones de borde fijas.

Se muestra aquí un estudio de la  solución numérica y la solución analítica de la ecuación de difusión. Esto se realiza con un problema específico utilizando un algoritmo computacional diseñado en MAPLE para tal fin. 

Con el uso de esta hoja de MAPLE se podrá obtener la solución analítica y numérica del problema de valores iniciales y de contorno de la forma 
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, siguiendo las instrucciones que se indican.

 
Cuando el usuario despliega cada una de las secciones haciendo click sobre los botones que aparecen en la presentación anterior se observa:

Ecuación de Difusión
Solución Numérica : Método Crank-Nicolson
Solución Analítica

Introducción
En este trabajo se presenta material para la resolución de Ecuaciones de Difusión Unidimensional con condiciones de borde fijas.

Se muestra aquí un estudio de la  solución numérica y la solución analítica de la ecuación de difusión. Esto se realiza con un problema específico utilizando un algoritmo computacional diseñado en MAPLE para tal fin. 

Con el uso de esta hoja de MAPLE se podrá obtener la solución analítica y numérica del problema de valores iniciales y de contorno de la forma 
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, siguiendo las instrucciones que se indican.


Para la determinación de la solución numérica del problema de valores iniciales y de frontera antes presentado, se utilizarán métodos en diferencias finitas. Estos incluyen tres aspectos principales:

1-
La región en estudio se divide en intervalos de longitud[image: image3.png]


   y el tiempo en etapas de duración [image: image4.png]


 configurando así una grilla, como lo muestra la figura , cuyos puntos de intersección se denominan nodos. Por simplicidad al nodo [image: image5.png]


  se designará como [image: image6.png]


 .

[image: image7.png]



2-
Las derivadas parciales involucradas en la ecuación diferencial son reemplazadas por sus aproximaciones en diferencias finitas. Se obtiene así un sistema de ecuaciones algebraicas.

3-
Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas y se encuentran los valores de la función incógnita[image: image8.png]u(x,t)



   en los nodos de la grilla. Estos valores discretos describen aproximadamente la distribución temporal y espacial de la función incógnita. El valor de la función   [image: image9.png]


 en el nodo   [image: image10.png]


 se nota [image: image11.png]


  .

Método Implícito

Se reemplazan en la ecuación de difusión las derivadas parciales del siguiente modo [image: image12.png]


  . 

La expresión de la temperatura en el nodo [image: image13.png]


  resulta:
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  con   [image: image17.png]


  

La ecuación en diferencias contiene  varias incógnitas  [image: image18.png]S ud, gl



 por lo que no puede resolverse en forma explícita. Pueden escribirse ecuaciones similares a la anterior para todos los nodos interiores de la grilla. Cuando estas condiciones se combinan con las condiciones de frontera se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas lineales cuya matriz de coeficientes es tridiagonal y puede resolverse por  distintos métodos.

Método de Crank-Nicolson

Un método implícito alternativo lo constituye el esquema de Crank-Nicolson con un error de aproximación de segundo orden tanto en el tiempo como en el espacio [image: image19.png]O(dt* + 4x%)



 . Las derivadas parciales de la ecuación de difusión se sustituyen por aproximaciones en diferencias evaluadas en un nodo auxiliar [image: image20.png]


  . Resultando:

[image: image21.png]=Auf 201 A - Awd = Aud v 20- 2wl + Au,



.

Ejemplo de problema a resolver
Se desea determinar la distribución de temperaturas en una barra cilíndrica de aluminio de 20 cm de longitud cuya superficie externa está aislada.

Inicialmente, las temperaturas en la barra están dadas por la relación

[image: image22.png]


 

Las condiciones en la frontera son: [image: image23.png]u(0,¢)=u(20,6) =0°C



 .

Los datos del aluminio son: conductividad térmica:  [image: image24.png]k=040 <%
e




; capacidad térmica:[image: image25.png]£=0.2174
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 y densidad:  [image: image26.png]
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Modelo Matemático   [image: image28.png]2,
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Datos del problema
Para modificar los datos del problema cambie solamente el valor numérico y presione la tecla Enter.

Longitud del objeto (en cm) para el cual se desea estudiar la distribución de temperatura en el tiempo
> L:=20:
Conductividad térmica del material del objeto (en cal/(s cm ºC))
> k:=0.49:
Capacidad térmica del material del objeto (en cal/(g ºC) )
> c:=0.2174:
Densidad del material del objeto (en  [image: image29.wmf]g

cm

3

)
> rho:=2.7:
Número de nodos espaciales que resultan de la discretización del dominio espacial del problema
> Ne:=10:
Duración de cada etapa de tiempo (en s)
> Dt:=1:
Tiempo para el que usted quiere obtener los resultados, expresado como múltiplo de Dt
> m:=15:
> tf:=m*Dt;
[image: image30.wmf] := 
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Condición Inicial de la distribución de temperatura
> f:=x->piecewise(x<=10,10*x,x>10,200-10*x):
Condiciones de borde o de frontera del problema
> a1:=0:
> a2:=0:
El procedimiento que le proporciona la solución numérica a su problema se encuentra en el fichero difusión_CN.m, para convocarlo use los siguientes comandos y presione la tecla Enter  

> read `difusión_CN.m`;
> difusión_CN(L,k,c,rho,Ne,Dt,f,tf,a1,a2);
u[0,15]=0.0000

u[1,15]=18.0056

u[2,15]=34.6647

u[3,15]=48.4348

u[4,15]=57.6410

u[5,15]=60.8932

u[6,15]=57.6410

u[7,15]=48.4348

u[8,15]=34.6647

u[9,15]=18.0056

u[10,15]=0.0000

Para graficar la solución numérica obtenida presione la tecla Enter luego de cada sentencia

> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> listplot([seq([i*Delta[x],u[i]],i=0..Ne)],color=red);
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Por el método de separación de variables. Si suponemos que la solución  [image: image32.wmf]u

, del problema de valores iniciales y de frontera  presentado inicialmente,  tiene la forma [image: image33.png]u(x,) = X(x). T(t)



 , éste se reduce a un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores en la frontera. Usando métodos clásicos para la solución de EDO se obtienen los autovalores y las  correspondientes autofunciones que permiten determinar la expresión de la solución analítica como una serie de Fourier .
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Donde  [image: image35.png]


 son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la función [image: image36.wmf](

)
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  (condición inicial del problema) y se determina como 
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Ejecución de un problema
Para modificar los datos del problema cambie solamente el valor numérico y presione la tecla Enter.

Seleccione la cantidad de términos del desarrollo de Fourier
> N:=10:
Longitud de la barra (en cm)
> L:=20:
Conductividad térmica del material del objeto (en cal/(s cm ºC))
> k:=0.49:
Capacidad térmica del material del objeto (en cal/(g ºC) )
> c:=0.2174:
Densidad del material del objeto (en  [image: image38.wmf]g

cm
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)
> rho:=2.7:
Cálculo del coeficiente alpha
> alpha:=k/(c*rho):
Número de nodos espaciales que resultan de la discretización del dominio espacial del problema
> Ne:=10:
Longitud del intervalo espacial
> Delta:=L/Ne:
Tiempo final (en s)
> tf:=15:
Condición Inicial de la distribución de temperatura
> f:=x->piecewise(x<=10,10*x,x>10,200-10*x):
Condiciones de borde o de frontera del problema
> a1:=0:
> a2:=0:
Para el cálculo de los coeficientes de la serie de Fourier sólo presione la tecla Enter
> coef:=n->2/L*int((f(x)-1/L*(a2*x+a1*(L-x)))*sin(n*Pi*x/L),x=0..L);
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Para el cálculo de la suma de Fourier sólo presione la tecla Enter
> p1:=sum('coef(n)*exp(-alpha*n^2*Pi^2/L^2*t)*sin((n*Pi/L)*x)', 'n'=1..N):
Para obtener la solución analítica sólo presione la tecla Enter
> f1 := unapply(p1,x,t):
> g:=x->f1(x,tf)+1/L*(a2*x+a1*(L-x));
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g

 ® 

x

 + 

(

)

f1

,

x

tf

 + 

a2

x

a1

(

)

 - 

L

x

L


> for i from 0 to Ne do
> print(evalf(g(Delta*i)));
> od;
[image: image41.wmf]0.
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Para obtener la gráfica de la solución analítica del problema sólo presione la tecla Enter
> plot(g(x),x=0..L,color=blue);
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Conclusiones

Recursos de la informática, como Internet, permiten al usuario tener acceso a todo tipo de información. Es habitual recurrir a este medio para ampliar el conocimiento sobre un tema determinado, pero en ciertas ocasiones se requiere ayuda para poder construir el aprendizaje del mismo. 

Para contribuir en este sentido es que se ha diseñado material computacional que tiene como finalidad poder ser consultado en un sitio web y utilizado en forma interactiva.

Las hojas de trabajo que forman parte del material didáctico, están diseñadas con texto en español, lo que hace que el uso de ellas sea accesible desde el principio.

El usuario tiene libertad de experimentar cambiando datos y condiciones del problema, pudiendo observar la influencia de estas variaciones tanto numérica como gráficamente poniendo énfasis en la interpretación de resultados y en la obtención de conclusiones. El diálogo constante entre el material y el usuario le permite a éste, aun sin conocer el software en el que fue diseñado, utilizarlo sin ningún inconveniente. 

La metodología de trabajo incentivó a los integrantes del proyecto a explorar nuevos procedimientos para acercar el conocimiento a otros usuarios.  
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